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Verschiedenes, Algebra

Welches sind die drei
binomischen Formeln ?
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1. (a+b)?

a2+2ab+b2

2. (a-b)?

a2-2ab+b2

3. (a+b)-(a-b) = a2 - b2

[falls man die bin. Formeln vergisst,
multipliziert man einfach die linke Seiten aus,
also z.B. (a+b)?=(a+b)-(a+b)=a2+ab+ab+b2.]

- B.01.02



Verschiedenes, Potenzgesetze

1. Wie schreibt man Xl um ?

2. Wie schreibt man Wurzeln um ?
3. Was gibt xm™x" ?

4. Was gibt (x™[" ?
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-n b 1
— = X a = —_
o oder a°
— 1 n__ 1
Ix = x oder Vx = x-
Xm+n
Xm-n

- B.03, -B.04



Verschiedenes, Logarithmengesetze

1. log,(b") = ??
2. log,(x-y) = ??

3. log, =7?7?

X
Y
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1. log,(b") = n-log,(b)
2. log, (x'y) = log,(x)+log (y)

3. log,

§ = log,(x) —log,(y)




Verschiedenes, Geometrie

Wie berechnet man den
Abstand zweier Punkte ?
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Im Zweidimensionalen (also in der x-y-Ebene)
ist der Abstand von A(x, | v,) zu B(x; | vg):

d(A,B)= \/ (XA_XB)2+(YA_YB)2

Im Dreidimensionalen (in der Vektorgeometrie)
ist der Abstand von A(X_,|X,,1X5,) ZU B(X,51X,5]X;55):

d(A,B)= \/ (X1A_XlB)2+(X2A_XZB)2+(X3A_X3B)2

(Beide Abstandsberechnungen gehen auf Pythagoras zurick.)

- A.01.04, -V.03.01



Verschiedenes, Geometrie

Wie bestimmt man den Mittelpunkt von
zwei Punkten A(x, | y,) und B(x; | y;) ?
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Zusammenzéhlen und durch 2 teilen !

Im Zweidimensionalen (also in der x-y-Ebene)
ist der Mittelpunkt von A(x, | y,) und B(x, | v;):

XA+XB yA+yB)

MAB 2 2

Im Dreidimensionalen (in der Vektorgeometrie)
ist die Mitte von A(X,,[X,,1X;,) und B(X,;1X,5]X55):

X1A+XIB

2

Xoa+X
2

X34t X
2

2B 3B

MAB

- A.01.01, -V.01.02



Verschiedenes, Geometrie

Wie bestimmt man die Steigung
zwischen zwei Punkten ?
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Nehmen wir mal an, die beiden Punkte haben

die Koordinaten: P,(x, |y, ) und P,(Xx,[Y,).

Dann berechnet sich die Steigung
zwischen den beiden Punkten.

YooYy
X, =X,

m =

- A.01.02



Verschiedenes, Geometrie

Wie lautet der Satz von Pythagoras ?
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a2 + b2 =rc?

Hierbei ist c die Hypotenuse des Dreiecks,

(welche gegeniiber des rechten Winkels liegt),
a und b sind die Katheten.

- T.02.01



Verschiedenes, Dreisatz

Wie stellt man den Dreisatz auf?

Beispiel:

Ein Funktionswert reduziert sich von
24,6 auf 17,3. Welcher prozentualen
Abnahme entspricht das ?
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Man muss nur die entsprechenden Zahlen
Ubereinander schreiben: Funktionswerte Uiber
Funktionswerte - Prozente Uber Prozente.
24,6 100%
17,3 X

Nun muItipIiziert man Uber Kreuz.

24,6 100%
17, 3><

Man erhalt also:
24,6:x = 17,3-100

> 1>

17,3 -100
24,6

= X =

=70,32%

- G.01.03, -G.01.04, -X.01.02



Verschiedenes, Geometrie

Was besagt der Strahlensatz ?
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Der Strahlensatz beschreibt, was passiert, wenn man ein
Dreieck ABC vergroBert oder verkleinert.

Alle Seiten vergroBern (oder verkleinern) sich um den
gleichen Faktor: den VergréBerungsfaktor.

Sofern AB und A'B' parallel sind, gilt: C

AC _ BC _ AB

A'C B'C A'B'

(immer kurze Seiten zu langen Seiten

[auch lang zu kurz ist mdglich]) A
B
(Der Strahlensatz ist nicht unbedingt ,
fur s Abitur notwendig. A
Oft ist er jedoch recht hilfreich.) B'

-T.02.03, —X.01.03



Verschiedenes, Taschenrechner

Wann stellt man den Taschenrechner
auf BogenmalB (RAD bzw. Radian),

wann stellt man ihn auf GradmafB
(DEG, Degree) ?
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Unmathematische Faustregel:

Ist der Winkel in lateinischen Buchstaben angegeben (z.B. sin(x),
cos(2x+3),..) muss der Taschenrechner auf BogenmaB (RAD,
Radian) gestellt sein.

Ist der Winkel in griechischen Buchstaben angegeben (z.B. sin(«),
cos(B),..) muss der Taschenrechner auf GradmaB (DEG, Degree)
gestellt sein.

Rechnet man mit Sinus- oder Kosinusfunktionen,
(Kurvendiskussion, etc..) wird der Taschenrechner
auf BogenmaB gestellt. Z.B. bei f(x)=sin(2x)-1
Hat bzw. braucht man richtige Winkel, die man in
Grad misst, wird der Taschenrechner auf GradmaB
gestellt. z.B. bei m=tan(15,2°)

- B.07.02



Gleichungslehre

Wie geht man vor, um beliebige
Gleichungen zu I6sen ?
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Falls Nenner existieren, immer mit
allen Nennern multiplizieren.

Alle vorhandenen Klammern auflésen.

Alles auf eine Seite bringen (gleich
Null setzen) und die Nullstellen der
entstandenen Gleichung berechnen.

Danach:

Ausklammern,

p-g-Formel oder a-b-c-Formel,
Substitution

[evtl. Polynomdivision]

- A.12



Gleichungslehre

Wie sieht eine Gleichung aus, die
unendlich viele Lésungen liefert?

Wie sieht eine Gleichung aus,
die keine Losung liefert?
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Eine Gleichung liefert immer dann
unendlich viele Losungen, wenn es sich
um eine wahre Aussage handelt.

z.B. 0=0 oder 5=5 oder

Eine Gleichung liefert immer dann
keine L6sung, wenn es sich um einen
Widerspruch handelt.

z.B. 0=1 oder 2=5 oder




Gleichungslehre

Wie kann man vorgehen,
um die Nullstellen einer
Funktion zu berechnen ?

G-03 h[x1-2021
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Ausklammern (falls moglich)
(Immer die beste Variante)

Mitternachtsformel.
(p-g-Formel oder a-b-c-Formel)

Substitution.

Polynomdivision.
(Immer die schlechteste Variante)

Verzweifeln und sich die Haare raufen.
(Immer die nutzloseste Variante)

- A.12



Gleichungslehre

Wie lautet die Losungsformel
flr quadratische Gleichungen ?
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Quadratische Gleichungen 16st man mit der

Mitternachtsformel. Dafur gibt es zwei Mdglichkeiten.
(Man muss nur eine davon kennen!)

Man verwendet die a-b-c-Formel, ——
wenn die Gleichung die Form: X, ,= M;%“ac
ax2+bx+c =0 hat. @

Oder die p-q-Formel, —
wenn die Gleichung die Form: X, = _Biv“(g) —q
x2+px+q =0 hat. 2 1\2

—-A.12.04, ,~A.12.05, —G.04



Gleichungslehre

Unter welchen Voraussetzungen
wendet man Substitution an
und wie geht man hierbei vor ?

-‘_':I. G-05
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Substitution wendet man an, wenn ein Term ofter
auftaucht, jedoch mit unterschiedlichen Hochzahlen.
Eine der auftretenden Hochzahlen muss doppelt so
groB sein wie die andere.

z.Bsp.

x*-5x2-6 = 0 Substitution: x?=u
(sinx)?-2sinx-3 =0 Substitution: sin(x)=u
e+ ex=2 Substitution: e2x=u

- A.12.06



Gleichungslehre

Wie 16st man eine Gleichung, in welcher
die Unbekannte in der Hochzahl steht ?

z.Bsp.
Ldsen Sie: 3-1,5% =18
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Steht die Unbekannte in der Hochzahl,
bendtigt man irgendwann mal auf jeden
Fall den Logarithmus. (z.B. ,In"“).

3:1,5% =18 |:3

1,5%=6 | In()
In(1,5%) = In(6) | Hochzahl vorziehen
2x:In(1,5) = In(6) | : 2In(1,5)

_ _In(e)

~ 2In(1,5)

- B.06, »A.41.01



Gleichungslehre

Wieviele Gleichung benétigt man
um ein Gleichungssystem von
mehreren Gleichungen mit mehreren
Unbekannten zu Iésen ?
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Man braucht immer so viele Gleichungen,
wie man Unbekannte hat.

Hat man weniger Gleichungen als Unbekannte,
erhalt man normalerweise unendlich viele Lésungen.

Hat man mehr Gleichungen als Unbekannte, erhalt
man normalerweise keine Lésung. Haufige
Ausnahme: Wahrend der Rechnung fallen einige
Gleichungen weg, (wegen ,0=0") so dass man
wieder einen der oberen Falle hat.

-G.02, -M.02



Gleichungslehre

Wie ist die genaue Vorgehensweise
des GauB-Verfahrens bei 3
Gleichungen mit drei Unbekannten?

AP _ h[x]-2021
i G-08 MatheSeite.de



> Zuerst verrechnet man die erste mit der zweiten
Gleichung, um das ,x," der zweiten Zeile zu

eliminieren.

> Danach verrechnet man die erste mit der dritten
Gleichung, um das ,x" der dritten Zeile zu

eliminieren.

> Zuletzt verrechnet man die zweite mit der dritten
Gleichung, um das ,x," der dritten Zeile zu

eliminieren.

-G.02.07, -»M.02



Funktionsuntersuchung

Welches sind die wichtigen
Funktionstypen, die
man fir s Abi kennen muss ?
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Ganzrationale Funktionen bzw. Polynome

bzw. Parabeln héherer Ordnung.
(z.B. y=2x34+5x2-x+6, ....)

Gebrochen-rationale Funktionen
(Briiche, in denen ,x" unten im Nenner steht)

e-Funktionen
(beinhaltet ,e" und ,x" in der Hochzahl)

trigonometrische Funktionen
(Sinus- und Kosinus-Funktionen)

Wurzel-Funktionen

Logarithmusfunktionen




Funktionsuntersuchung

Was sind die vier Quadranten
(die vier Felder)
und wo liegen sie ?

h[x]-2021
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2. Quadrant 1. Quadrant
(2.Feld) (1.Feld)
=X
3. Quadrant 4. Quadrant
(3.Feld) (4.Feld)

-A.27.01



Funktionsuntersuchung

Wie lautet die Gleichung der
ersten und der zweiten
Winkelhalbierenden ?
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Die erste Winkelhalbierende lautet:

Die zweite Winkelhalbierende lautet: y

Y

-A.27.01



Funktionsuntersuchung

Was versteht man unter
der Definitionsmenge ?

Was versteht man unter
der Wertemenge ?
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Die Definitionsmenge sind alle x-Werte,

die man in eine Funktion einsetzen darf.
(Probleme gibt’s wenn der Nenner Null wird oder
der Term unter einer Wurzel negativ wird.)

Die Wertemenge sind alle y-Werte,

die eine Funktion annehmen kann.
(Man erkennt sie eigentlich nur am Schaubild
der Funktion, also an Hoch- Tiefpunkten
und Asymptoten, etc...)

-A.11.05, -A.11.06



Funktionsuntersuchung

Wie bestimmt man die
Nullstellen einer Funktion ?
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Man setzt die Funktion Null.

f(x) = 0

- A.12



Funktionsuntersuchung

Wie berechnet man die Extrempunkte
einer Funktion ?
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> Man setzt die Ableitung f'(x) Null = f(x)=0

> Die erhaltenen x-Werte setzt man in
f(x) ein, um die y-Werte zu erhalten.

> Desweiteren setzt man die x-Werte in f''(x)
ein, um zu schauen, ob es sich um einen

Hoch- oder einen Tiefpunkt handelt.

(Ist das Ergebnis von f"'(x) positiv, so handelt es sich
um einen Tiefpunkt. Bei negativem Ergebnis liegt
ein Hochpunkt vor.)

- A.19



Funktionsuntersuchung

Wie berechnet man die Wendepunkte
einer Funktion ?
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Man setzt die zweite Ableitung f''(x) Null.

Die erhaltenen x-Werte setzt man in f(x) ein,
um die y-Werte zu erhalten,

Desweiteren setzt man die x-Werte in f'"'(x)
ein, um zu Uberprifen, ob s tatsachlich ein
Wendepunkt ist (das ist der Fall, falls f"'(x)#0)

- A.19



Funktionsuntersuchung

Wie berechnet man den Schnittpunkt
von zwei beliebigen Funktionen ?
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Egal was fir Funktionen man
miteinander schneiden will:

Man setzt die beiden immer gleich.

Die entstandene Gleichung l6st man ,x" auf.
(Alles auf eine Seite bringen, eventuell
muss man ausklammern oder
Mitternachtsformel anwenden.. ?!)

Die y-Werte der Schnittpunkte erhalt man,
indem man ,x" in eine der Funktionen
einsetzt.



Funktionsuntersuchung

Wie Uberprift man Funktionen
auf Symmetrieeigenschaften?
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Wichtig sind Punktsymmetrie zum Ursprung
und Achsensymmetrie zu y-Achse.

> Zum Beweis betrachtet man f(-x)
(Fur ,x" setzt man ,(-x)" in die Funktion ein)

Bei f(-x) = f(x) gilt Symmetrie zur y-Achse.
Bei f(-x) = -f(x) gilt Symmetrie zum Ursprung.

> Bei Polynomen (x3,x2,x,...) erkennt man Symmetrie
an den Hochzahlen.
Gerade Hochzahlen bedeuten Achsensymmetrie,
ungerade Hochzahlen bedeuten Punktsymmetrie,
gemischte Hochzahlen bedeuten keine Symmetrie.

- A.17



Funktionsuntersuchung

Wie verschiebt man eine
Funktion in x-Richtung ?

Wie verschiebt man eine
Funktion in y-Richtung ?
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Man verschiebt eine Funktion um ,a"“ nach links,
indem man jedes ,x" durch ,(x+a)" ersetzt.

Aus ,f(x)" wird also ,f(x+a)".

Man verschiebt eine Funktion um ,a" nach rechts,
indem man jedes ,x" durch ,(x-a)" ersetzt.

Aus ,f(x)" wird also ,f(x-a)".

Man verschiebt eine Funktion um ,b"“ nach oben,

indem man zu f(x) ,b" dazu addiert.
Aus ,f(x)" wird also ,f(x)+b".

Man verschiebt eine Funktion um ,b"“ nach unten,
indem man von f(x) ,b" abzieht.
Aus ,f(x)" wird also ,f(x)-b".

- A.23.01



Funktionsuntersuchung

Wie streckt man eine Funktion
in y-Richtung ?

h[x1-2021
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Man streckt eine Funktion in y-Richtung,
indem man die gesamte Funktion mit dem
Streckfaktor multipliziert.

Will man beispielsweise f(x) um den Faktor k=7
strecken, so wird das durch die neue Funktion:
7+f(x) erfullt.

- A.23.02



Funktionsuntersuchung

Wie spiegelt man eine Funktion
an der x-Achse ?

Wie spiegelt man eine Funktion
an der y-Achse ?

h[x1-2021
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Man spiegelt an der x-Achse, indem man

vor die gesamte Funktion ein Minus setzt.

Aus ,f(x)" wird also ,-f(x)".

Man spiegelt an der y-Achse, indem man
jedes ,x" durch ein ,(-x)" ersetzt.
Aus ,f(x)" wird also ,f(-x)".

- A.23.03



Funktionsuntersuchung

Wie spiegelt man eine Funktion
am Ursprung ?

Wie spiegelt man eine Funktion an
einem Punkt S(a|b) ?
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Man spiegelt am Ursprung, indem man
f(x) an der x-Achse und an der y-Achse spiegelt,

Man spiegelt an S(a|b), indem man
> f(x) zuerst um ,a" nach links und
um ,b" nach unten verschiebt,
> dann am Ursprung spiegelt,
> zum Schluss f(x) wieder um ,a"“ nach rechts

und um ,,b" nach oben verschiebt.
[oder man verwendet die Formel: f  (x)=2-b-f(2a-x) ]

neu

- A.23.03, - A.23.04, - A.23.05



Funktionsuntersuchung

Wie spiegelt man eine Funktion an
einer senkrechten Gerade x=a?

Wie spiegelt man eine Funktion an
einer waagerechten Gerade y=b ?

h[x]-2021
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Man spiegelt an x=a, indem man

> f(x) zuerst um ,a" nach links verschiebt,

> dann an der y-Achse spiegelt,

> zum Schluss f(x) wieder um ,a"“ nach rechts

verschiebt.
[oder man verwendet die Formel: f  (x)=f(2a-x) ]

Man spiegelt an y=b, indem man

> f(x) zuerst um ,b"™ nach unten verschiebt,
> dann an der x-Achse spiegelt,

> zum Schluss f(x) wieder um ,b"™ nach oben

verschiebt.
[oder man verwendet die Formel: f _ (x)=2-b-f(x) ]

neu

- A.23.04, - A.23.05



Funktionsuntersuchung

Worauf muss man bei der Frage:
,Beschreiben Sie die wichtigsten
Eigenschaften einer Funktion?"
achten?
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Nullstellen, Hoch- und Tiefpunkte ?
(eventuell Wendepunkte, falls die erkennbar sind)

Asymptoten, asymptotisches Verhalten ?
(Woher kommt f(x) links. wohin lauft sie rechts?
Gibt es senkrechte/waagerechte Asymptoten...?)

Ist f(x) monoton ?
Ist f(x) nur oberhalb/unterhalb der x-Achse ?
Verlauft f(x) nur in bestimmten Quadranten ?

Sonstige Auffalligkeiten ...



Funktionsuntersuchung

Was gilt, wenn sich zwei Funktionen berihren ?

Was gilt, wenn zwei Funktionen senkrecht
aufeinander stehen (orthogonal sind) ?
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Berthren sich f(x) und g(x), so sind beide
Steigungen und die y-Werte gleich.

1. y,=vy, - L f(x) = g(x)
2. m,=m, 2. f'(x) = g'(x)

Schneiden sich f(x) und g(x) orthogonal, so
sind die y-Werte gleich und die Steigungen
sind der negative Kehrwert voneinander.

1.y, =y, 1. f(x) = g(x)
=
2. mlz—mi2 2. f'(x)=— g,?x)

- A.22.01



Funktionsuntersuchung

Wie bestimmt man die Tangente an eine
Funktion in einem vorgegebenen Punkt ?
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Am geschicktesten Uber die Tangentengleichung:
y = (X)) (X=%,) + f(x,)
(X, ist hierbei der x-Wert des BerGhrpunktes)

Alternative:
Man bestimmt die Steigung der Tangente Uber
die erste Ableitung und setzt diese zusammen
mit dem x- und y-Wert des Punktes in
y = mx+b ein, um nach b aufzuldsen.
Nun m und b wieder in y=mx+b einsetzen.

- A.15.01, - A.15.02



Funktionsuntersuchung

Wie bestimmt man die Normale an eine
Funktion in einem vorgegebenen Punkt ?
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Am geschicktesten Uiber die Normalengleichung:
= -1 . —
y = m(x Xo )+ (X,)

(x, ist hierbei der x-Wert des Berlhrpunktes)

Alternative:
Man bestimmt die Steigung der Tangente Uber die
erste Ableitung. Der negative Kehrwert davon ist
die Normalensteigung. Diese setzt man
zusammen mit dem x- und y-Wert des Punktes in
y = mx+b ein, um nach b aufzuldsen.
Nun m und b wieder in y=mx+b einsetzen.

- A.15.01, - A.15.02



Funktionsuntersuchung

Wie bestimmt man die Gleichung einer

Tangente, wenn der BerUhrpunkt nicht

gegeben ist, jedoch ein anderer Punkt,
durch den die Tangente geht?

(Stichwort: Tangente von aufB3en)
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Uber die Tangentengleichung:
y = (X)) (X=%,) + f(X,)

(x, ist der unbekannte x-Wert des Berlhrpunktes)

Fir x und y setzt man die Koordinaten des
gegebenen Punktes ein und erhdlt eine Gleichung,
in welcher x, die einzige Unbekannte ist.

Die Gleichung I6st man (von Hand oder mit GTR) und
erhalt x,, und damit den Berthrpunkt.

- A.15.04



Funktionsuntersuchung

Wie bestimmt man eine
Wendetangente?
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Eine Wendetangente ist einfach eine Tangente
im Wendepunkt.

> Man berechnet zuerst den Wendepunkt.

> Danach bestimmt man die Tangente
an f(x) im Wendepunkt.

- A.19.02



Funktionsuntersuchung

Wie bestimmt man die
Steigung einer Funktion ?

h[x1-2021

2, A-21 MatheSeite.de



Man setzt immer den x-Wert um welchen es
geht, in die erste Ableitung f’(x) ein.

- A.11.02



Funktionsuntersuchung

Wie bestimmt man die momentane

Anderungsrate einer Funktion ?
(Andere Begriffe dafilr: ,Anderung",
~Zunahme", ,Abnahme" der Funktion)
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Eine momentane Anderungsrate ist nichts
anderes als die Steigung, also die Ableitung
der Funktion in einem bestimmten Punkt.

- A.11.02



Funktionsuntersuchung

Wie berechnet man die
durchschnittliche Steigung
einer Funktion in einem
gegebenen Intervall I[a;b] ?
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Die durchschnittliche Steigung geht zurlck auf:

Yo=Yy
X, =X,

m=22"

Bei einer durchschnittlichen Steigung von Funktionen
im Intervall von x=a bis x=b heiBt das:
f(b)—f(a)

m =
b - a

Natdrlich ist auch die Anwendung b
der Mittelwertformel denkbar: ~ m= [ f'(x) dx

- A.01.02, A.13.06, A.18.07



Funktionsuntersuchung

Wie berechnet man den
Schnittwinkel zwischen einer
Funktion (oder Geraden) und
einer Parallelen zur x-Achse?

h[x1-2021
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Die entscheidende Beziehung ist: m=tan(«x)

Da die Steigung m meist die erste Ableitung in
einem bestimmten Punkt ist, verwendet man:

f'(x,) = tan(x)

- A.22.02, A.22.03



Funktionsuntersuchung

Wie bestimmt man die Flache
zwischen einer Funktion
und der x-Achse?
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Man bendétigt das Integral.
Die Integralgrenzen sind meistens die Nullstellen.

X

y
7 A= f(x)dx
v/ R we) b
I >

f(x)

- A.18.02



Funktionsuntersuchung

Wie bestimmt man die Flache
zwischen zwei Funktionen?
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Man benétigt das Integral.
Die Integralgrenzen sind meistens die Schnittpunkte.

- A.18.03



Funktionsuntersuchung

Was ist eine Integralfunktion?

Was sind ihre typische
Eigenschaften ?

h[x1-2021
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Eine Integralfunktion ist ein ,normales®™ Integral,
dessen obere Grenze keine Zahl, sondern , x" ist.
Die Integralfunktion I(x) von der Funktion f(x) ist:

I(x) = [} f(x) dx
Zwei wichtige Eigenschaften sind:

> Die Ableitung der Integralfunktion ist wieder
die Ausgangsfunktion: I'(x) = f(x)

> Die untere Grenze einer Integralfunktion ist
immer eine Nullstelle.

Z.B. hat [(x) = fzxf(x) dx eine Nullstelle bei x=2.

- A.18.10



Funktionsuntersuchung

Wie leitet man Polynome ab?
Wie integriert man Polynome ?

Etwas konkreter:
Was ist die Ableitung von f(x) = a:x" ?
Was ist die Stammfunktion von f(x)=a-x" ?
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Ableitung:
Die Hochzahl kommt vor das ,x",
die neue Hochzahl wird um eins kleiner.

f(x) = ax"= f(x)=anx"

Stammfunktion: (,aufleiten")
Die Hochzahl wird um eins erhoht.
Die neue Hochzahl kommt in den Nenner.

f(x) = ax"= F(x)= nil -xmt

- A.13.01,

-A.14.01



Funktionsuntersuchung

Was spielt die innere Ableitung bei
Ableitungen bzw. Stammfunktionen
flr eine Rolle ?

(siehe ,Kettenregel™)
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Beim Ableiten wird die innere Ableitung immer mit

»~mal" hinter die Ableitungsfunktion drangehangt
(sofern eine innere Ableitung existiert).

Beim Integrieren (Aufleiten) wird Stammfunktion

immer durch die innere Ableitung geteilt
(falls eine innere Ableitung existiert).

Kurz:

f(x)=.. = f'(x) = ... - (innere Ableitung)
f(x) = ... N S—

(x) = F(x)_ *** innere Ableitung

- A.13.03, -A.14.03



Funktionsuntersuchung

Was ist die Ableitung und Stammfunktion
von sin- und cos-Funktionen ?

Etwas konkreter:

Es sei f(x) = a-sin(bx+c) und
g(x) = a-cos(bx+c)

Bestimme f'(x), F(x), g'(x) und G(x) !
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f(x) = a-sin(bx+c) = f'(x) = a-b-cos(bx+c)

F(x):—%~cos(bx+c)

g(x) = a-cos(bx+c) = g'(x) = -a-b-sin(bx+c)
G(x):%~sin(bx+c)

sin

g 2
£ cos | %
®| -sin =

-cos |°

- A.42.04, -A.42.06



Funktionsuntersuchung

Was bestimmt man die Ableitung und
Stammfunktion von e-Funktionen ?

Etwas konkreter:
Es sei f(x) = a-e>*e
Bestimme f'(x) und F(x) !
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f(X) = g-ebxtc = f'(X) = a-b-ebxtc

F(X)Z S ebx+c

- A.41.03, -»A.41.05



Funktionsuntersuchung

Was ist die Ableitung von:  f(x)

Was ist die Stammfunktion von:

Ao, A-32
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Njw |

(umschreiben)

(umschreiben)

(umschreiben)

X 2

- A.13.02, -A.14.02



Funktionsuntersuchung

Was ist die Ableitung von: f(x) = In(x)

Was ist die Stammfunktion von: g(x) =1
X

5 _ h[x]-2021
B A-33 MatheSeite.de



f(x) = In(x) = f(x)=]

glx)=+ - G(x) = In(x)

-A.14.04



Funktionsuntersuchung

Was ist die Ableitung von: f(x) = 5:In(2x-3)

Was ist die Stammfunktion von: g(x)
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(Kettenregel notwendig)

-A.14.04



Funktionsuntersuchung

Wann wendet man die Produktregel an ?

Wie lautet sie ?
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Die Produktregel wendet man an,
wenn man ein Produkt ableiten soll,

also ein Produkt von zwei Faktoren,

welche beide mindestens ein ,x" enthalten.

f(x) = u-v = f'(x) = u"v + u-v'

-A.13.04



Funktionsuntersuchung

Wann wendet man die Quotientenregel an ?

Wie lautet sie ?
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Die Quotientenregel wendet man an,
wenn man einen Bruch ableiten soll,
der oben und unten ,x" enthalt.

flx) =4 = f(x) = 4ouvs

-A.13.05



Funktionsuntersuchung

Wann wendet man die Kettenregel
fur die Ableitung an ?

Was besagt sie ?
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Die Kettenregel wendet man an,
wenn man verkettete (bzw. verschachtelte)

Funktionen ableiten muss.
( z.B: 5:(2x-3)* oder -2:sin(3x) oder 4el->* ...)

Sie besagt, dass die innere Ableitung
noch hinten drangehangt werden muss.

f(x) = 5-(2x=3)* - f(x) = 5-4-(2x=3)3-2
g(x) = -2:sin(3x) - g'(x) = -2-cos(3x)-3
h(X) = 4el-2x - h'(X) - 4_e1—2x.(_2)

-A.13.03



Funktionsuntersuchung

Wann wendet man die Kettenregel

fir die Stammfunktion an ?
(lineare Substitution)

Was besagt sie ?

Ao, A-38
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Die Kettenregel wendet man an,
wenn man verkettete (bzw. verschachtelte)

Funktionen integrieren muss.
( z.B: 5:(2x-3)* oder -2:sin(3x) oder 4e!-> ...)

Sie besagt, dass die innere Ableitung
noch hinten drangehangt werden muss.

f(x) = 5:(2x-3)* -

g(x) = -2:sin(3x) -

h(x) = 4el~ -

F(x) = g (2x-3)°-

G(x) = —§~sm(3x)

-A.14.03



Funktionsuntersuchung

Wann wendet man die Produktintegration
(partielle Integration) an ?

Wie lautet sie ?
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Die Produktregel wendet man an,
wenn man ein Produkt integrieren soll.

f(x) =u"v = F(x) = uv-Ju-v'dx

-A.14.05



Funktionsuntersuchung

Woran erkennt man, ob eine Funktion
monoton fallend oder
monoton steigend ist ?
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Eine Funktion ist monoton steigend, wenn die
erste Ableitung (die Steigung) positiv ist.

Die Funktion ist fallend, wenn f'(x) negativ ist.

(Oft reicht auch eine Betrachtung der Hoch- und Tiefpunkte
von f(x). Zwischen HP und TP ist eine Funktion immer
entweder monoton fallend oder monoton steigend).

-A.11.07



Funktionsuntersuchung

Woran erkennt man, ob eine Funktion
eine Links- oder Rechtskurve ist ?

h[x1-2021
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Eine Funktion ist in jenem Bereich
eine Linkskurve, in welchem die
zweite Ableitung positiv ist.

Die Funktion ist eine Rechtskurve,
wenn f''(x) negativ ist.

(Oft ist hilfreich, wenn man die Wendepunkte kennt.
Die WP sind immer Grenzen zwischen Links- und Rechtskurven).

-A.11.03



Funktionsuntersuchung

Wie berechnet man
senkrechte Asymptoten ?

h[x1-2021
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> Man setzt immer den Nenner Null.
(falls es einen Nenner gibt)

> Falls es eine Logarithmusfunktion ist,
setzt man das Argument Null.

Bemerkung
>  Der Nenner ist der Term unter m Bruchstrich.

>  Gibt es keinen Nenner und keinen Logarithmus,
gibt es keine Asymptoten.

-A.16.02, —A.43.06, —A.44.06



Funktionsuntersuchung

Welche Funktionen besitzen
waagerechte oder schiefe
Asymptoten ?

Wie erhalt man diese Asymptoten ?
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Waagerechte oder schiefe Asymptoten
gibt es bei e-Funktionen oder
bei Bruch-Funktionen.

Man erhélt sie indem man

x gegen +oo laufen lasst.
(Wie das im Detail geht,
hangt vom Funktionstyp ab.)

-A.41.07, -»A.41.08, —A.43.07



Funktionsuntersuchung

Wie bestimmt man
waagerechte oder schiefe Asymptoten
bei gebrochen-rationalen Funktionen ?

h[x]-2021
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Im ,Schnellverfahren®:
Man vergleicht hochste Potenzen oben und

unten. Dabei unterscheidet man vier Falle.
(Diese Methode gilt normalerweise nicht als Beweis).

Der Beweis:
Man klammert oben und unten die hdchste
Potenz aus, kiirzt und lasst x-»xo gehen,
so dass einige Terme gegen Null gehen.

-A.43.06, —»A.43.07



Funktionsuntersuchung

Wie bestimmt man
waagerechte oder schiefe
Asymptoten bei e-Funktionen?
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Im ,Schnellverfahren™:
Man lasst den e-Term weg und alles was mit
~mal" verbunden ist. Was Ubrig bleibt ist die
waagerechte oder schiefe Asymptote.

(Diese Methode stimmt leider nicht immer
und gilt eigentlich nie als Beweis).

Der Beweis:

Man lasst x—»*co gehen.
(Man benétigt: e*—»c0 und e >-0)

-A.41.07, -A.41.08



Funktionsuntersuchung

Auf was fir Informationstypen
muss man beim Aufstellen
von Funktionen achten?
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Der x-Wert, um welchen es geht, ist meist gegeben.
Ansonsten gibt drei Typen von Informationen, nach
welchen man die Aufgabe gezielt durchsucht.

> Ein y-Wert ist gegeben. y-Werte erhalt man aus f(x),
daher setzt man in f(x)=y den x- und y-Wert ein.

> Eine Steigung ist gegeben. Steigungen erhalt man
aus f'(x), daher setzt man in f'(x)=m den x-Wert
und die Steigung ein.

> Ein Punkt ist ein Hoch- Tief- oder Wendepunkt.

Man setzt entweder f'(x)=0 oder f"(x)=0.
(Je nachdem ob “s ein Extrempunkt oder Wendepunkt ist.)

-A.46.05



Funktionsuntersuchung

Wie geht man bei
Extremwertaufgaben vor?
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Bei Extemwertaufgaben muss irgendetwas maximal
oder minimal werden (meist geht’s um Flachen oder Léngen).
Ein Punkt der Aufgabe ist fast immer P(u|f(u)).

Was maximiert/minimiert werden soll, steht meist am
Ende der Aufgabe. Die Formel davon aus der Formel-
sammlung herausschreiben.

Nun versucht man alle GréBen, die in der Formel
auftauchen, nach und nach durch ,u" oder ,f(u)" oder
Ahnliches zu ersetzen.

Hat man in der Formel nur noch eine einzige Variable,
kann man Ableiten und die Ableitung Null setzen

oder falls es erlaubt ist, das Maximum / Minimum mit
dem Taschenrechner bestimmen.

-A.21



Funktionsuntersuchung

Wie bestimmt man den
(groBten/kleinsten) Abstand
zwischen zwei Funktionen?

_ h[x]-2021
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Den Abstand zwischen zwei Funktionen
bestimmt man Uber:

d(x) = f(x)-g(x) (oder d(u)=f(u)-g(u))

Geht’s um den minimalen/maximalen Abstand, muss

man von d(x) noch das Extremum bestimmen.
(d'(x)=0 oder Min/Max mit dem GTR/CAS bestimmen)

-A.21.06



Funktionsuntersuchung

Wie bestimmt man jenen Kurvenpunkt,
der von einem vorgegebenen Punkt den
kleinsten/groBten Abstand hat ?
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mit dem GTR oder CAS Iésbar.

Fast alle dieser Aufgaben sind nur

Man fiihrt das Problem auf
»Abstand Punkt-Punkt" zurlick.

Annahme der gegebene Punkt sei A(2]3).
Der unbekannte Kurvenpunkt ist P(u|f(u)).

Der Abstand beider Punkte ist nun:
d(u) = (u—2)2+(f(u)-3)
Von d(u) bestimmt man das Maximum

(Die Wurzel mit Kettenregel ableiten oder
mit GTR/CAS bestimmen, falls das erlaubt ist.)

(Unter A.21.07 ist auch ein anderer Weg aufgezeichnet)

-A.21.07, -A.21.08



Funktionsuntersuchung

Wie bestimmt man die maximale
Steigung einer Funktion ?
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Die groBte oder kleinste Steigung
befindet sich immer im Wendepunkt.
Man setzt f''(x)=0

oder

falls ein GTR/CAS erlaubt ist, zeichnet man das
Schaubild von f'(x) und bestimmt davon das Maximum.



Funktionsuntersuchung

Wie bestimmt man den
Durchschnittswert (Mittelwert,
durchschnittlichen y-Wert) einer

Funktion in einem Intervall I[a;b] ?

e, A-51
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Den Mittelwert oder Durchschnitt
einer Funktion f(x) berechnet man
mit der , Mittelwertformel™.

S N
m= J . f(x) dx

-A.18.07



Funktionsuntersuchung

Wie bestimmt man das Volumen eines
Rotationskdrpers, der bei Rotation
einer Flache um die x-Achse entsteht ?
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Falls eine Flache zwischen Funktion f(x)
und x-Achse um die x-Achse rotiert, gilt:

A n-f:(f(x))z dx

Falls eine Flache zwischen zwei Funktionen
f(x) und g(x) um die x-Achse rotiert, gilt:

V—rcf i—(()]dx

-A.18.06



Funktionsuntersuchung

Wie bestimmt man Ortskurven von
Hoch-, Tief-, Wendepunkten, ... ?
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Ortskurven gibt es nur bei Kurvenscharen.
(Also Funktionen mit Parameter drin)

Zuerst bestimmt man die Koordinaten des
Hoch- oder Tief- oder Wendepunkts..

Nun 16st man in der Gleichung vom x-Wert
des Punktes nach dem Parameter (t?) auf
und setzt dieses in die Gleichung vom
y-Wert ein. Man erhélt die Ortskurve.

-A.24.01



Wachstum

Was ist eine Differentialgleichung?
Wozu verwendet man sie ?
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Eine Differentialgleichung (=DGL) ist eine
Gleichung, in welcher f(x) und f"(x) vorkommen.
Sie liefert einen Zusammenhang zwischen
der Anderung des Bestands und dem Bestand.

Man kann die DGL aufstellen, wenn ein Zusammenhang

zwischen Zu-/Abnahme und Bestand gegeben ist.
(Man erhalt meist den Wert fir k%, evtl auch die Grenze ,G".)

Desweiteren verwendet man die DGL,
um zu zeigen, dass eine Funktion den

angegebenen Wachstumsvorgang beschreibt.
(Man setzt f(x) und f'(x) in die DGL ein und
muss eine wahre Aussage erhalten.)

-A.30.02



Wachstum

Wie kann man aus der Aufgabenstellung
recht schnell erkennen, dass man es mit
exponentiellem Wachstum zu tun hat?

Wie lautet die Funktionsgleichung von
exponentiellem Wachstum?

Wie lautet die Differentialgleichung vom
exponentiellem Wachstum?

J _ h[x]-2021
B A-55 MatheSeite.de



Beim exponentiellem Wachstum betragt die
Zu- bzw. Abnahme immer einen bestimmten
prozentualen Anteil vom Bestand.

Der Bestand nahert sich langfristig dem Wert
Null oder er geht gegen Unendlich.

Die Funktionsgleichung: f(t) = a-et

Die Differentialgleichung: f'(t) = k-f(t)

( a = Anfangswert, f(t) = Bestand, f'(t) = Zunahme/Abnahme)

-A.30.03, —-A.30.04



Wachstum

Wie kann man aus der Aufgabenstellung
recht schnell erkennen, dass man es mit
begrenztem Wachstum zu tun hat?

Wie lautet die Funktionsgleichung von
begrenztem Wachstum?

Wie lautet die Differentialgleichung vom
begrenztem Wachstum?
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Das begrenzte (beschranktes) Wachstum nimmt immer um
einen bestimmten, konstanten Wert zu und gleichzeitig
um einen prozentualen Anteil des Bestands ab.

Der Bestand nahert sich langfristig irgendeiner Grenze
(Schranke).

Die Funktionsgleichung: f(t) =G + a-e
(es sind auch noch andere Funktionsgleichungen maglich)

Die Differentialgleichung: f'(t) = k-[G-f(D)]
(G=Grenze/Schranke,

a, k = irgendwelche Zahlen ohne anschauliche Bedeutung
f(t)=Bestand, f'(t)=Zunahme/Abnahme)

-A.30.05, —-A.30.06



Wachstum

Wie kann man aus der Aufgabenstellung
recht schnell erkennen, dass man es mit
logistischem Wachstum zu tun hat?

Wie lautet eine Funktionsgleichung von
logistischem Wachstum?

Wie lautet die Differentialgleichung vom
logistischem Wachstum?
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Das logistische Wachstum wachst am Anfang langsam
(exponentiell), dann schneller und nahert sich irgendwann
man einer Grenze G an (am Schluss also begrenztes Wachstum).

Die Funktionsgleichung: f(t)= 3G

(Es gibt noch andere Méglichkeiten) at+e

Die Differentialgleichung: f'(t) = k-f(t)-[G-f(t)]
(G=Grenze/Schranke,

a, k = irgendwelche Zahlen ohne anschauliche Bedeutung
f(t)=Bestand, f'(t)=Zunahme/Abnahme)

-A.30.07, —-A.30.08



Schaubilder

Wie erkennt man einfache, doppelte,
dreifache Nullstellen ?

5 _ h[x]-2021
B A-58 MatheSeite.de



Einfache Nullstellen schneiden die x-Achse.

Doppelte, vierfache, ... Nullstellen be- einfache Nullstelle
rihren die x-Achse in einem Hoch-
oder Tiefpunkt.
In der Funktionsgleichung tauchen \ i
sie als Klammer mit gerader
Hochzahl auf. (z.B. (x-2)?, x* ) doppelte, vierfache, ..
N.St.
Dreifache, fiinffache, ... Nullstellen be-
rihren die x-Achse in einem Sattel-
punkt. In der Funktionsgleichung
tauchen sie als Klammer mit ungerader
Hochzahl auf. (z.B. (x-1)%, (x+3)° ) dreifache, funffache .
N.St.

-A.46.04



Schaubilder

Welcher Zusammenhang besteht
zwischen dem Schaubild einer
Funktion und deren Ableitung ?

Ao, A-59
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f(x) f'(x) N = Nullstelle
N keine Aussage H = Hochpunkt
T = Tiefpunkt
H N, .
W = Wendepunkt
T N"'* SP = Sattelpunkt,
Treppenpunkt
w H oder T
N, ,_ = Nullst. mit
SP N, ,oderN__ Vorzeichen-
wechsel von
. + nach -
steigend oberhalb der x-Achse
fallend unterhalb der x-Achse

-A.27.03, -A.27.04



Schaubilder

Wie sehen Schaubilder von
Polynomen aus ?
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Polynome oder ganzrationale Funktionen
sind Parabeln (evtl. hoherer Ordnung).

Sie haben keine Asymptoten
und keine Definitionslicken.

Ublicherweise haben sie einen Extrem-

punkt weniger als ihre héchste Potenz.
(Noch weniger Extrema sind mdglich,
mehr Extrema sind nie moglich)

\/

zweiten Grades

21

ritten Grades

//\

vierten Grades

siebten Grades

-A.46.06



Schaubilder

Wie sieht das Schaubild der

Hyperbel f(x) :% aus?

Wie kénnen andere
Hyperbeln aussehen ?

=2 - h[x]-2021
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.

-A.27.01, -»A.43.08



Schaubilder

Skizzieren Sie die Schaubilder von:

a) ex

b) -ex
C) ex
d) -ex

h[x]-2021
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"\

eX

-A.41.09

-A.27.01,



Schaubilder

Skizzieren Sie die Schaubilder von:

y =sin(x) und vy = cos(x)
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-,
.....



Schaubilder

Welche Bedeutung haben die
Parameter a, b, cundd bei
trigonometrischen Funktionen ?
f(x) = a-sin(b(x-c))+d

f(x) = a-cos(b(x-c))+d
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d = Mittellinie, Periode
Verschiebung in y-Richtung T

a = Amplitude,
Abstand von der Mittellinie
ganz hoch oder ganz runter

b = gibt Streckung in x-Richtung an
Periode = %

N

»C" bei cos-Funktionen

¢ = Verschiebung in x-Richtung.
Bei sin-Funktionen ist c der
x-Wert des Wendepunkts
mit positiver Steigung
Bei cos-Funktionen ist c der
x-Wert des Hochpunkts ,C" bei sin-Funktionen

-A.42.08



Schaubilder

An welchen typischen
Eigenschaften erkennt man
e-Funktionen in Schaubildern ?
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e-Funktionen haben Ublicherweise nur auf

einer Seite eine waagerechte Asymptote
(also nur links oder nur rechts).

Auf der anderen Seite gehen sie
nach +oo oder —oo.

Senkrechte Asymptoten gibt
es (normalerweise) nicht.

-A.41.07



Schaubilder

An welchen typischen
Eigenschaften erkennt man
gebrochen-rationale Funktionen
in Schaubildern ?
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Charakteristisch fiir gebrochen-rationale
Funktionen sind die
senkrechten Asymptoten!

(die Funktion ist also ,zwei-" oder ,mehrteilig")

-A.43.06



Schaubilder

Wie geht man vor, um
gebrochen-rationale Funktionen
zu bestimmen ?

Y _ h[x]-2021
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Meist funktioniert folgende Vorgehensweise:

1. Man fangt mit dem Nenner an, welcher durch
die senkrechten Asymptoten angegeben wird.
Oben in den Nenner wird ein ,a“ geschrieben.

2. Man hangt die waagerechten oder schiefen
Asymptoten hinter den Bruch.

3. Man setzt die Koordinaten irgendeines Punkts

des Schaubilds, den man gut ablesen kann,
in die Funktion fir x und y ein und erhalt ,a".

-A.42.10



Vektorgeometrie

Wie beweist man lineare
(Un)Abhangigkeit
von Vektoren ?

V-01
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Annahme, es geht um die Vektoren: 3, b, ¢

Man schreibt vor jeden Vektor einen Parameter,
addiert alles und setzt alles Null.

Das entstehende LGS (jede zeile ist eine Gleichung)
I6st man und schaut, was als Lésung rauskommt.
x,(8) +x,b|+x,(€ =0

Erhalt man: x,=0, x,=0, x,=0,
sind die Vektoren unabhdngig.
In jedem anderen Fall sind sie abhangig.

-V.10.01



Vektorgeometrie

Was ist eine Linearkombination
von Vektoren ?

Wie prift man, ob ein gegebener
Vektor eine Linearkombination
von irgendwelchen anderen ist?

V-02 h[x]-2021
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Eine Linearkombination von Vektoren erhalt man,
wenn man vor jeden Vektor einen Parameter setzt
und dann alles addiert.

Wenn man beispielsweise zeigen soll, dass E#
eine Linearkombination der Vektoren 3 und b
sein soll, stellt man die Gleichung auf:

X&)+ x,{b] = [c]
und prift, ob das entstehende LGS lésbar ist.

-V.10.01



Vektorgeometrie

Gegeben sind die Koordinaten von drei
Eckpunkten A, B, C eines Dreiecks.

Wie zeigt man, dass das Dreieck AABC
gleichschenklig ist?

Wie zeigt man, dass das Dreieck AABC
rechtwinklig ist?

AL h[x]-2021
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Gleichschenklig:

Man berechnet die Langen der Seiten AB, AC und BC
(Abstand Punkt-Punkt). Zwei der Langen mussen gleich
sein, die dritte sollte unterschiedlich sein.

Rechtwinklig:
Erste Méglichkeit ist, zu prifen, ob der Satz von

Pythagoras im Dreieck stimmt. (Diese Méglichkeit geht
sehr schnell, wenn man die Seitenldngen bereits berechnet hat).

Zweite Mdoglichkeit ware zu prifen, ob das
Skalarprodukt von zwei Vektoren Null gibt.



Vektorgeometrie

Gegeben sind die Koordinaten
dreier Punkte A, B, C.

Wie bestimmt man den vierten Punkt D

so, dass ABCD ein Parallelogramm ist?
(oder ein Raute, ein Rechteck, ein Quadrat)

h[x]-2021
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OD = OC + AB

-V.05.04



Vektorgeometrie

Wie berechnet man das Skalarprodukt von
zwei Vektoren G und v ?

Wie berechnet man das Kreuzprodukt
(Vektorprodukt) von zwei Vektoren G und v?

h[x]-2021
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N a N X
Sei U = |b| und sei v = |y
Cc z
N a X
Skalarprodukt: UoV = [ble|y| = a-Xx+by+c-z
C z
. N a X b-z—c-y
Kreuzprodukt: UxV = |b|x|y| = |cx-az
[¢] z a-y—b-x
a—X
Merkhilfe fiir 's Kreuzprodukt: cYEj
a X
by
[ z

-V.05.02, -V.05.03



Vektorgeometrie

Wie stellt man eine Gerade aus
zwei gegebenen Punkten auf?
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Als Stlitzvektor nimmt man einen der Punkte.

Den Richtungsvektor erhdlt man, indem man
beide Punkte voneinander abzieht.

-

g : X=(3]+r(b-3

-V.01.03



Vektorgeometrie

Wie stellt man eine Ebene auf, wenn man:
a) drei Punkte A, B und C gegeben hat ?
b) einen Punkt A und eine Gerade

gegeben hat ?
g : X=(0)+r(v)

i
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a) Als Stitzvektor nimmt man einen der Punkte.
Die beiden Richtungsvektor erhalt man, indem
man jeweils zwei Punkte voneinander abzieht.
E: x=(3+r(b-3)+s(c-3

b) Als Stitzvektor nimmt man A oder den
Stltzvektor der Gerade.
Einen Richtungsvektor Gbernimmt man von der
Gerade, den anderen erhalt man, indem man den
Punkt A und den Stlitzvektor der Gerade verrechnet.
E: Xx=(U)+r(V)+s(0-3)

-V.01.05



Vektorgeometrie

Wie stellt man eine Ebene auf, wenn man:

c) zwei sich schneidende Geraden gegeben hat?
g:X=U+rv h:X=a+rb

d) zwei parallele Geraden gegeben hat ?
g:X=U+r-v h:X=3a+rb
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<)

d)

Als Stlitzvektor nimmt man einen der beiden
Stitzvektoren der Geraden. Die beiden
Richtungsvektoren entnimmt man den Geraden.

E: X=U+rvV+sb

Als Stlitzvektor nimmt man einen der beiden
Stlitzvektoren der Geraden. Einen Richtungsvektor
kann man von einer der Geraden entnehmen. Den
zweiten Richtungsvektor erhadlt man, indem man
die beiden Stitzvektoren der Geraden verrechnet.

E: Xx=U0+rv+s(u-3a)

-V.01.05



Vektorgeometrie

Was fir Ebenenformen gibt es ?
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Es gibt die

>

Parametergleichung E:x=(3)+r(d) +s{V
Koordinatengleichung E: n,-x,+n,x,+nx,=d

Normalengleichung E: [flo

x-[pll=0
Hesse-Normal-Form  (fir Abstand Punkt-Ebene)

Achsen-Abschnitts-Form (nicht sehr wichtig)

-V.01.04



Vektorgeometrie

Wie wandelt man die Parameterform einer
Ebene in Koordinatenform um ?

Wie wandelt man die Koordinatenform
einer Ebene in Parameterform um ?
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PF —» KF:

Zuerst braucht man den Normalenvektor.

Diesen erhalt man entweder (ber das Skalarprodukt
der beiden Richtungsvektoren oder

Uber das Kreuzprodukt der Richtungsvektoren.

Nun hat man die linke Seite der Koordinatenform.
Die rechte Seite (die zahl) erhdlt man durch Einsetzen
des Stitzvektors.

KF - PF:

Man nimmt drei Punkte der Ebene (z.B. die Spurpunkte)
und stellt daraus die Parameterform auf.

( E: x=[a|+r(b-a+slec-&] )

-V.01.06, -V.01.07



Vektorgeometrie

Wie berechnet man Spurpunkte einer Ebene ?

Wie berechnet man Spurgeraden einer Ebene ?
Wie zeichnet man Spurgeraden ein ?

h[x1-2021
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Spurpunkte:

Die Spurpunkte haben die Form:

S,(x,10]0), S,(0]x,|0),5,(0[0]x,)

Diese setzt man nacheinander in die Koordinaten-
form der Ebene ein und erhalt so x,, x, und x,.

Spurgeraden:

Man zeichnet Spurgeraden am einfachsten ein,
indem man die Spurpunkte verbindet.

Man berechnet zuerst die Spurpunkte und stellt
aus je zweien eine Gerade auf.

-V.01.10



Vektorgeometrie

Wie veranschaulicht man eine
Ebene im Koordinatensystem ?
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Ebenen ,veranschaulichen™ bedeutet ,,zeichnen".

Man berechnet die Spurpunkte und verbindet diese.
(Falls alle drei Spurpunkte existieren, entsteht ein Dreieck)

-V.01.11



Vektorgeometrie

Welche méglichen Lagen kénnen
zwei Geraden zueinander haben ?
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identisch:
beide Richtungsvektoren sind Vielfache voneinander und
Gleichsetzen der Geraden liefert unendlich viele Lésungen.

parallel (und verschieden):
beide Richtungsvektoren sind Vielfache voneinander und
Gleichsetzen der Geraden liefert keine Losung.

Schnittpunkt:
die Richtungsvektoren sind keine Vielfache voneinander
und Gleichsetzen der Geraden liefert eine Losung.

windschief:
die Richtungsvektoren sind keine Vielfache voneinander
und Gleichsetzen der Geraden liefert keine Losung.

-V.02.01



Vektorgeometrie

Welche gegenseitige Lage kdénnen
eine Gerade und eine Ebene haben ?
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g liegt in E:
Schnittpunktberechnung liefert unendlich viele Losungen.

parallel (und verschieden):
Schnittpunktberechnung liefert keine Losung.

Schnittpunkt:
Schnittpunktberechnung liefert eine Losung.

-V.02.02



Vektorgeometrie

Welche gegenseitige Lage kénnen
zwei Ebenen zueinander haben ?
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Man betrachtet die Koordinatengleichungen:

identisch:

beide Normalenvektoren sind Vielfache, die beiden
freien Zahlen (stehen meist auf der rechten Seite,
ohne x,, X,, X;) sind die gleichen Vielfachen.

parallel (und verschieden):

beide Normalenvektoren sind Vielfache, die beiden
freien Zahlen (stehen meist auf der rechten Seite,
ohne x,, X,, X;) sind nicht die gleichen Vielfachen.

Schnittgerade:

Die beiden Normalenvektoren sind keine Vielfache.

-V.02.03



Vektorgeometrie

Wie prift man, ob ein Punkt auf
einer Gerade oder einer Ebene liegt ?
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Durch eine Punktprobe.

Bei einer Geraden oder einer Ebene in Parameterform
bedeutet das im Prinzip, dass man den Punkt mit der
Geraden- oder Ebenengleichung gleichsetzt und schaut

ob man einen Widerspruch oder nur wahre Aussagen erhalt.

Bei einer Ebene in Koordinatenform setzt man einfach die
Koordinaten des Punktes fur x,, x, und x; ein.



Vektorgeometrie

Wie berechnet man den
Schnittpunkt von zwei Geraden ?
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Man setzt die beiden Geraden gleich,

jede der drei Zeilen liefert eine Gleichung.

Aus zwei der drei Gleichungen berechnet man die
beiden Parameter. Die dritte Gleichung verwendet
man nur fir die Probe.

Erhalt man in der Probe eine wahre Aussage,
schneiden sich die Geraden. Den Schnittpunkt
erhdlt man, indem man einen der Parameter
wieder in die Gerade einsetzt.

Liefert die Probe einen Widerspruch, gibt es keinen
Schnittpunkt.

-V.02.01



Vektorgeometrie

Wie berechnet man den Schnittpunkt
einer Ebene mit einer Gerade ?
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Am einfachsten geht das, wenn die Ebene in
Koordinatengleichung gegeben ist.

Man setzt die Gerade fir x,, x,, X, der Ebene
ein, 16st nach dem Parameter auf und setzt den
erhaltenen Wert wieder in die Gerade ein.

-V.02.02



Vektorgeometrie

Wie berechnet man die
Schnittgerade von zwei Ebenen ?

) ~ h[x]-2021
ST V-19 MatheSeite.de



Sind beide Ebenen in Koordinatenform gegeben,
schreibt man beide Gleichung untereinander und
elimiert x,, x, oder x,. In der erhaltenen Gleichung
wahlt man x,=t (oder x,=t) und l6st nach den anderen
x, auf. Schreibt man nun x_, x, und x, Gbereinander
steht eigentlich schon die Schnittgerade da.

Hat man eine Ebene in Koordinatenform gegeben und
die andere in Parameterform, setzt man die Parameter-
gleichung in die Koordinatengleichung auf und 18st nach
einem der Parameter auf. Diesen setzt man wieder in
Parametergleichung ein und erhalt so eine
Geradengleichung.

-V.02.03



Vektorgeometrie

Wie berechnet man den
Abstand zweier Punkte ?
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Annahme, die beiden Punkte heiBen
A(X L 1X%,01%5,) und B(X,51X,51X55)-

Der Abstand beider Punkte berechnet sich Uber:

d(A,B)= \/ (X1A*X1B)2+(X2A*XZB)2+(X3A *X3B)2

-V.03.01



Vektorgeometrie

Wie berechnet man den Abstand
eines Punktes P zu einer Gerade g ?
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Es gibt mehrere Mdglichkeiten.

Eine davon geht Uber die Lotebene (Hilfsebene).
Der Richtungsvektor der Gerade g ist der
Normalenvektor der Lotebene und der Punkt P ist
ein Stutzvektor. Damit kann man sehr schnell die
Koordinatengleichung der Lotebene aufstellen.
Diese Ebene schneidet man mit der Geraden g
und erhalt als Schnittpunkt den LotfuBpunkt L.
Der Abstand von L zu P ist der gesuchte Abstand
von P zur Geraden g.

-V.03.02, -V.03.03, —-V.03.04, -V.03.05



Vektorgeometrie

Wie berechnet man den Abstand
eines Punktes zu einer Ebene ?
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Die schnellste Méglichkeiten geht Gber die HNF. Man
stellt die HNF der Ebene auf und setzt den Punkt ein.

Falls man den LotfuBpunkt braucht, stellt man eine Lot-
gerade auf. (Der Richtungsvektor der Lotgerade ist der Normalen-
vektor der Ebene, der Punkt P ist der Stlitzvektor der Lotgerade).
Diese Lotgerade schneidet man mit der Ebene und
erhalt als Schnittpunkt den LotfuBpunkt L. Der Abstand
von L zu P ist der gesuchte Abstand von P zur Geraden

g.

-V.03.06, -V.03.07



Vektorgeometrie

Wie berechnet man den
Abstand zweier Geraden ?

) ~ h[x]-2021
ST V-23 MatheSeite.de



Wenn die beiden Geraden parallel sind, nimmt
man den Stitzvektor der einen Geraden und
berechnet den Abstand von diesem Punkt zur
anderen Gerade (-Abstand Punkt-Gerade).

Sind die Geraden windschief, so verwendet man

o[p—g|

am besten die Formel: d = [n,

Hierbei sind p und g die Stutzvektoren der beiden Geraden,
n, ist der Einheitsnormalenvektor. (Man bestimmt also
zuerst den Normalenvektor aus den beiden Richtungs-
vektoren der Geraden und teilt dann durch den Betrag

des Normalenvektors: 7 = rlm (A

-V.03.08, -V.03.09, -V.03.10



Vektorgeometrie

Wie berechnet man den Abstand
einer Gerade zu einer Ebene ?

Wie berechnet man den
Abstand zweier Ebenen ?

h[x1-2021
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Abstand Gerade-Ebene

macht nur Sinn, wenn die beiden parallel sind.
In dem Fall nimmt man den Stitzvektor der
Gerade und berechnet den Abstand von diesem
Punkt zur Ebene (-Abstand Punkt-Ebene).

Abstand Ebene-Ebene

macht nur Sinn, wenn die beiden parallel sind.
In dem Fall nimmt man einen beliebigen Punkt
der einen Ebene (z.B. einen Spurpunkt) und
berechnet den Abstand von diesem Punkt zur
anderen Ebene (—Abstand Punkt-Ebene).

-V.03.08



Vektorgeometrie

Wie zeigt man, dass zwei Vektoren
senkrecht aufeinander stehen ?

Wie zeigt man, dass zwei Geraden
senkrecht aufeinander stehen ?
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Zwei Vektoren stehen senkrecht aufeinander,
wenn ihr Skalarprodukt Null ergibt.

Zwei Geraden stehen senkrecht aufeinander,
wenn das Skalarprodukt ihrer beiden

Richtungsvektoren Null ergibt.
(Oder der Schnittwinkel 90° ergibt.)

-V.05.01, -V.05.02



Vektorgeometrie

Wie zeigt man, dass eine Gerade und eine
Ebene senkrecht aufeinander stehen ?
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Eine Gerade und eine Ebene stehen senkrecht
aufeinander, wenn der Normalenvektor der
Ebene ein Vielfaches vom Richtungsvektor der
Geraden ist.  (Oder der Schnittwinkel 90° ergibt.)



Vektorgeometrie

Wie zeigt man, dass zwei Ebenen
senkrecht aufeinander stehen ?
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Zwei Ebenen stehen senkrecht aufeinander,
wenn das Skalarprodukt ihrer beiden

Normalenvektoren Null ergibt.
(Oder der Schnittwinkel 90° ergibt.)

-V.05.01, -V.05.02



Vektorgeometrie

Wie berechnet man den Schnittwinkel
- zwischen zwei Geraden
- zwischen Gerade und Ebene
- zwischen zwei Ebenen ?
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Den Schnittwinkel zwischen _
Gerade und Ebene berechnet sin(a) =
man mit der Formel:

=i
o
<

=

=

Den Schnittwinkel zwischen
zwei Geraden oder zwei Ebenen cos(a) =
berechnet man mit der Formel:

=
<

o

=
<

In den Formeln verwendet man von Geraden immer die

Richtungsvektoren, von Ebenen immer die Normalenvektoren.

-V.05.01



Vektorgeometrie

Wie berechnet den Innenwinkel
von Dreiecken und Vierecken ?
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Man verwendet die ganz normale Winkelformel,
jedoch steht oben kein Betrag und man muss
aufpassen, mit den verwendeten Vektoren immer

vom Eckpunkt weg zu gehen. (Bei der Berechnung
von « verwendet man die Vektoren AB und AC,
keinesfalls jedoch AB und CA )

cos(a) = AB-AC
[AB||AC|

-V.05.01



Vektorgeometrie

Wie berechnet man den LotfuBpunkt
eines Punktes auf eine Gerade ?
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Man stellt eine Lotebene auf.

(Der Normalenvektor der Lotebene ist der Richtungsvektor der
Gerade, damit hat man die linke Seite der
Koordinatengleichung.

Den Punkt setzt man in die Koordinatengleichung ein und erhalt
die freie Zahl [rechte Seite] der Koordinatengleichung.)

Diese Lotebene schneidet man mit der Gerade
und erhalt als Schnittpunkt den LotfuBpunkt.

(Wie bei Abstand Punkt-Gerade !)

(Es gibt auch noch andere Méglichkeiten.)



Vektorgeometrie

Wie berechnet man den LotfuBpunkt
eines Punktes auf eine Ebene ?
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Man stellt eine Lotgerade auf.

(Der Richtungsvektor der Lotgerade ist der Normalenvektor der
Ebene, der Punkt P ist der Stltzvektor der Lotgerade.)

Diese Lotgerade schneidet man mit der Ebene
und erhalt als Schnittpunkt den LotfuBpunkt L.

(Wie bei Abstand Punkt-Ebene)



Vektorgeometrie

Wie spiegelt man einen Punkt
an einem anderen Punkt ?
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Annahme, man will den Punkt A an S

spiegeln, um den Punkt B zu erhalten:

Addiert man zum Punkt A den Vektor
AS, erhalt man den Punkt S.

Addiert man den Vektor jedoch
zweimal, so landet man in B.

Es gilt also: OB = OA+2-AS

(Es gibt noch einige andere Mdéglichkeiten,
die auch gut sind)

oA

@S

-V.04.02



Vektorgeometrie

Wie spiegelt man einen Punkt P
an einer Geraden g ?
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Zuerst bestimmt man den LotfuBpunkt
des Punktes P auf der Gerade g.

AnschlieBend spiegelt man den Punkt P
am erhaltenen LotfuBpunkt.

-V.04.03



Vektorgeometrie

Wie spiegelt man einen Punkt P
an einer Ebene E ?
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Zuerst bestimmt man den LotfuBpunkt
des Punktes P auf der Ebene E.

AnschlieBend spiegelt man den Punkt P
am erhaltenen LotfuBpunkt.

-V.04.04



Vektorgeometrie

Wie spiegelt man eine Gerade g
an irgendwas ?

(Also an einem Punkt, an einer anderen
Gerade oder an einer Ebene)

V-35
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Um die Spiegelgerade aufzustellen,
braucht man zwei Punkte.

Also nimmt man zwei Punkte der Ausgangsgerade (einer ware
der Stltzvektor, den anderen erhalt man, indem man
irgendeinen Wert fiir den Parameter beim Stlitzvektor
einsetzt) und fihrt mit diese beiden Punkten nun zwei

komplette Punktspiegelung durch. Mit diesen neuen
Spiegelpunkten kann man die Spiegelgerade aufstellen.

-V.04.05



Vektorgeometrie

Gegeben sei eine Gerade g
und ein Punkt A.

Wie bestimmt man jenen Punkt
der Gerade g, der von A einen
vorgegebenen Abstand haben soll ?
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Man schreibt g in Punktform um.
(,Einzelpunktform" bzw. ,laufender Punkt")

Dadurch erhdlt man einen Punkt in
Abhangigkeit von einem Parameter.
Von diesem Punkt bestimmt man den
Abstand zum Punkt A (in Abhangigkeit
vom Parameter) und setzt dieses dann
gleich dem vorgebenen Abstand.

Die entstehende Gleichung kann
man nach dem Parameter auflésen.
Den Parameter setzt man wieder in die
Gerade ein und erhalt den gesuchten Punkt.

-V.08.03



Vektorgeometrie

Gegeben sei eine Gerade g
und eine Ebene E.

Wie bestimmt man jenen Punkt
der Gerade g, der von E einen
vorgegebenen Abstand haben soll ?
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Man schreibt g in Punktform um.
(,Einzelpunktform® bzw. ,laufender Punkt™)

Dadurch erhalt man einen Punkt in
Abhangigkeit von einem Parameter.
Von diesem Punkt bestimmt man den
Abstand zu E (iiber HNF) (in Abhangigkeit
vom Parameter) und setzt dieses dann
gleich dem vorgegebenen Abstand.
Die entstehende Gleichung 16st man nach
dem Parameter auf. Den Parameter setzt
man wieder in die Gerade ein und erhalt
den gesuchten Punkt.

-V.08.02



Wahrscheinlichkeit

Welches ist die Definition
einer Wahrscheinlichkeit ?
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Die urspriingliche Definition der Wahrscheinlichkeit
geht auf das Verhaltnis von gewlinschten und
gesamten Mdglichkeiten zurtick.

Wahrscheinlichkeit = Anzahl der ginstigen Piloqllchk.(alten
Anzahl der Gesamtmadglichkeiten



Wahrscheinlichkeit,

Baumdiagramme

Wie verrechnet man die
Wahrscheinlichkeiten
innerhalb vom einem Baum?

W-02
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Innerhalb eines Pfades multipliziert
man die Wahrscheinlichkeiten.

Die Wahrscheinlichkeiten von
verschiedenen Pfaden addiert man.

-W.13.01



Wahrscheinlichkeit,

Faustregel:

Wenn zwei Ereignisse mit ,und" bzw.
mit ,oder"™ verbunden sind:

In welchem Fall werden die beiden
Wahrscheinlichkeiten mit ,,plus" und
wann werden sie mit ,mal" verbunden?
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Bei ,,und" werden Wahrscheinlich-
keiten meist mit ,,mal* verbunden.

Bei ,oder" werden Wahrscheinlich-

keiten meist mit ,plus™ verbunden.

-W.13.01



Wahrscheinlichkeit,
Vertauschungsméglichkeiten:

Auf wieviel unterschiedlichen Arten kann
man zwei Gruppen von jeweils
ununterscheidbaren (gleich aussehenden)
Elementen vertauschen ?

h[x]-2021
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Die Anzahl der Vertauschungsmoglichkeiten

berechnet man mit dem Binomialkoeffizient.

(Oben steht die Gesamtanzahl der Elemente, unten
steht die Anzahl von einer der Untergruppen.)

Bsp:
Wenn man 6 rote und 9 gelbe Kugeln untereinander
vertauschen will, berechnet man die Anzahl mit:

[165) = (1;5) = 5005 Vertauschungsméglichkeiten

Eingabe im Taschenrechner: 15 nCr 6

-W.12.02



Wahrscheinlichkeit,
Vertauschungsméglichkeiten:

Auf wieviel unterschiedlichen Arten kann
man mehrere Gruppen von jeweils
ununterscheidbaren (gleich aussehenden)
Elementen vertauschen ?
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w

Uber den sogenannten ,Multinomialkoeffizienten®.
Oben, im Zahler, steht die Fakultat der
Gesamtanzahl,

unten im Nenner stehen die Fakultaten der
einzelnen Gruppenanzahl.

Bsp:
Will man 6 rote, 3 gelbe, 4 weiBe und 5 blaue Kugeln untereinander
vertauschen berechnet man die Anzahl mit:

__ 18! _514.594.080 Vertauschungsmoglichkeiten
61314151

Bemerkung: Der Multinomialkoeffizient ist flir's Abitur nicht
unbedingt notwendig, kann einem jedoch Arbeit ersparen.

-W.12.03



Wahrscheinlichkeit,
Vertauschungsméglichkeiten:

Auf wieviel unterschiedlichen Arten kann
man k Elemente vertauschen, die man aus
einer Gruppe von n unterscheidbaren
(verschieden aussehenden) Elementen entnimmt ?

a) bei Entnahme mit Zurlcklegen
b) bei Enthahme ohne Zuriicklegen

i h[x]-2021
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Mit Zuricklegen:
n-n-n-N-..... = nk Maoglichkeiten

»K" Faktoren
Ohne Zuriicklegen:
n-(n-1)-(n-2)- ... -(n-k+1) Méglichkeiten

K" Faktoren



Wahrscheinlichkeit,

Faustregel:

Wenn ein Ereignis zu kompliziert fiir
ein Baumdiagramm ist:
Welche Regel wendet man an bei:

a) Ziehen mit Zurlcklegen
b) Ziehen ohne Zuriicklegen

h[x]-2021
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a) bei Ziehen mit Zurlicklegen:
meistens , Binomialverteilung".

b) bei Ziehen ohne Zurlicklegen:

meistens ,hypergeometrische Verteilung®.
(Den Namen miussen Sie nicht kennen, aber die Rechnung
mit den Binomialkoeffizienten. Siehe auch néchste Karte.)

-W.16, -»W.17



Wahrscheinlichkeit,
Ziehen ohne Zuriicklegen:

Es gibt mehrere Gruppen von Elementen, von
welchen die genaue Stlickzahl bekannt ist.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird eine ganz
bestimmte Stiickzahl jeder Gruppe entnommen?

Bsp.

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit aus 6 roten, 9 gelben
und 4 blauen Kugeln genau 3 rote, 2 gelbe und eine blaue
Kugeln (ohne Zurlicklegen) zu ziehen?
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Oben, im Zahler, stehen mehrere Binomialkoeffi-
zienten. In jedem steht oben die Anzahl der
Gruppenelemente, unten die Anzahl der zu
ziehenden Elemente.

Unten um Nenner steht ein Binomialkoeffizient, der
die Gesamtanzahl aller Elemente und die
Gesamtanzahl der gezogenen Elemente enthalt.

Antwort der (6) : (’9]-(4\)
Beispielfrage: 13/ 2] \1) Mdoglichkeiten

H

-W.17



Wahrscheinlichkeit,

Ziehen ohne Zuriicklegen:

Es gibt zwei Gruppen von Elementen, von
welchen die prozentuale Haufigkeit bekannt ist.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird jeder Gruppe
eine ganz bestimmte Stilickzahl entnommen?

it
i ~ h[x]-2021
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Binomialverteilung! (Wichtig!)
(kann auch ,Bernoulli-Verteilung" heiBen)

B, ,(x=k)=(7] - p*-(1-p)"*

n = Gesamtanzahl der Ziehungen,
k = Anzahl der gesuchten Teile
p = Wahrscheinlichkeit eines einzelnen Teils

Bsp:

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit aus 40% roten
und 60% blauen Kugeln bei 12 mal Ziehen genau
3 rote und 9 blaue Kugeln zu ziehen?

Antwort:  P(3r, 9b) = (132)-0,43~0,69 = 0,142

-W.16



Wahrscheinlichkeit

Was ist eine Zufallsvariable ?

o ) h[x1-2021
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Eine Zufallsvariable kann so ziemlich alles sein,
so lange es sich dabei um eine Zahl handelt.

z.B. kann eine Zufallsvariable ein Geldgewinn
sein, eine Anzahl von gezogenen griinen Kugeln,
belegte Parkplatze..

Der Begriff ,Zufallsvariable™ taucht meist auf,
wenn eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
und/oder ein Erwartungswert gefragt ist.



Wahrscheinlichkeit,

Erwartungswert

Was ist eine
Wahrscheinlichkeitsfunktion
bzw. eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung ?
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Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. -verteilung
ist immer eine Tabelle, in welcher in der ersten
Zeile immer alle Werte einer Zufallsvariable
stehen (also ein Gewinnbetrag, eine Anzahl von gewiinschten
Kugeln, Augensumme von Wiirfeln, ..) und in der unteren
Zeile die Wahrscheinlichkeiten von all den
auftretenden Werten.

z.B.

X=rote Kugeln ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3

P(X) ‘ 0,4 ‘ 0,3 ‘ 0,2 ‘ 0,1

-W.15.06



Wahrscheinlichkeit,

Erwartungswert

Was ist ein Erwartungswert ?

Wie berechnet man ihn ?
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Ein Erwartungswert ist nichts anderes als ein
Mittelwert bzw. ein Durchschnitt.
Man stellt die Wahrscheinlichskeitsverteilung auf
(Tabelle) und verwendet die Formel:

E(X) = x;*p, + X,"P, + X;*p; + ...

z.B.
X=rote Kugeln ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3

P(X) 04 |03 |02 01

Der Erwartungswert ware:
E(x) =004+ 103+20,2+30,1=1
Im Schnitt ware also eine rote Kugel zu erwarten.

-W.15.07



Wahrscheinlichkeit,

Erwartungswert

Wie kann man den
Erwartungswert bei der
Binomialverteilung berechnen?

h[x]-2021
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E(x) = n-p

-W.16.02



Wahrscheinlichkeit,

Varianz

Wie berechnet man die Varianz
einer Verteilung ?

(nicht so arg wichtig)

h[x]-2021
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Fur die Varianz sind der Erwartungswert und

die Wahrscheinlichkeitsverteilung notwendig.

Die Formel fir die Varianz lautet:

Var = p,-(x,—E)? + p,*(x,—E)? + p,*(x,—E)? +...

z.B.
X=rote Kugeln ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3

P(X) 04 [ 03 |02 | o1

E(x) = 00,4 + 1-0,3+2:0,2 +3-0,1 =1
Var = 0,4-(0-1)2+0,3:(1-1)2+0,2-(2-1)24+0,1-(3-1)2 = 1

-W.11.05, »W.16.03



Wahrscheinlichkeit,
Standardbweichung

Wie berechnet man die
Standardabweichung ?

(nicht so arg wichtig)

3l _ h[x]-2021
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Die Standardabweichung
ist die Wurzel der Varianz.

-W.11.05, »W.16.03



Wahrscheinlichkeit,
Additionssatz

Wie lautet der Additionssatz ?
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Sucht man die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Ereignis entweder Bedingung A erfiillen soll
oder Bedingung B (oder beides), gilt:

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AnB)

-W.15.01



Wahrscheinlichkeit,
Unabhé&ngigkeit

Wie Uberprift man zwei Ereignisse
auf Unabhangigkeit ?
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Zwei Ereignisse A und B sind unabhéangig,
wenn sie folgende Beziehung erfillen:

P(AnB) = P(A) - P(B)

(Stimmt die Gleichung nicht, sind A und B abhangig)

-W.15.02



Wahrscheinlichkeit,
bedingte Wahrscheinlichkeit

Wie erkennt man bedingte
Wahrscheinlichkeit ?

Wie berechnet man diese ?
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Bedingte Wahrscheinlichkeit erkennt man daran,
dass man etwas sicher weif3. Oft taucht in der
Formulierung das Wort ,wenn™ auf.

Die sichere Information nennt man ,Bedingung" und
wird mit  ,B" bezeichnet. Die gesuchte
Wahrscheinlichkeit wird mit A bezeichnet.

P(ANB)

Die Formel lautet dann: P, (A) = 5(B)

Bsp: (ohne Zurlicklegen)

Eine Urne enthalt die zwei rote und 3 blaue Kugeln.

Mit welcher W.S. ist die zweite gezogene Kugel blau, wenn
die erste rot war?

_ P(l.rotund2.blau) _ 2/5.3/4 _
Pl,mt(z.blau) = P(L.rot] = 575 = 0,75

-W.15.03



Wahrscheinlichkeit,
Dreimal-Mindestens-Aufgabe

Haufige Frage im Abitur, erkennbar an drei-
maligem ,mindestens™ (oder Synonymen):

Bsp.

Wieviel Personen braucht man wenigstens,
damit mit mindestens 80%iger Wahrschein-
lichkeit mindestens eine Person im Frihjahr
Geburtstag hat?

it
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P(Fruhjahr) = 3/, = 0,25 P(nicht Friihjahr) = 0,75

Aufschreiben:
P(mindestens 1 Person) > 0,80

Gegenereignis anwenden:
1 - P(niemand im Frihjahr Geb.) > 0,80

1-0,75:0,75:0,75 .. > 0,80

,n" mal
1-0,75">0,8 -1 |:(-1)
0,75"< 0,2 [In() |:In(0,75)
In(0,2) _
n> ln’}ws) = 5,59

Man braucht mindestens sechs Personen!
-W.14.05



Wahrscheinlichkeit,
Hypothesentest

Wie bestimmt man

Annahme- und Ablehungsbereich
beim

linksseitigen Hypothesentest

(=linksseitiger Signifikanztest)
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meist taucht das Wort ,mindestens" auf
Nullhypothese: H,: p=...

Alternativhypothese: H, : p<...

Ablehnungsbereich: [0;k]
Annahmebereich: [k+1;n]

TR: binomcdf mit n, p, k
k wird rumprobiert [ist irgendwo links von E(x)=n-p]

Bestimmung von X: P(x<k)<a.
k ist die groBte Zahl, deren Wahrsch. noch
unter der Irrtumswahrscheinlichkeit liegt.



Wahrscheinlichkeit,
Hypothesentest

Wie bestimmt man

Annahme- und Ablehungsbereich
beim

rechtsseitigen Hypothesentest

(=rechtsseitiger Signifikanztest)
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meist taucht das Wort ,hdchstens™ auf
Nullhypothese: H, : p<..
Alternativhypothese: H, : p>..
Annahmebereich: [0;K]
Ablehungsbereich: [k+1;n]

TR: binomcdf mit n, p, k
k wird rumprobiert [ist irgendwo rechts von E(x)=n-p]

Bestimmung von k: P(x<k)>1-o.
k ist die kleinste Zahl, deren Wahrsch. bereits
Uber 1-Irrtumswahrscheinlichkeit liegt.
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